
×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äîïîëíèòåëüíûå ìàòåðèàëû

Ïðèâåäåì íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî îäíîé èç âàæíåéøèõ òåîðåì ðàçäåëà � òåîðåìû
Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà 1 (Áîëüöàíî, Âåéåðøòðàññ). Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæ-

íî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} îãðàíè÷åíà, òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà a è b, ÷òî a 6 xn 6 b ïðè âñåõ
n ∈ N. Ðàçäåëèì îòðåçîê [a, b] ïîïîëàì è âûáåðåì òó ïîëîâèíó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ïîëîâèíà îáÿçàòåëüíî
åñòü � åñëè è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ ïîëîâèíà îòðåçêà ñîäåðæàò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ÷òî
íåâîçìîæíî. Åñëè îáå ïîëîâèíû îòðåçêà ñîäåðæàò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, òî âîçüìåì ëþáóþ èç íèõ � íàïðèìåð, ëåâóþ.

Îáîçíà÷èì âûáðàííóþ ïîëîâèíó ÷åðåç [a1, b1] (òî åñòü ëèáî a1 = a, b1 = (a+ b)/2, ëèáî
a1 = (a + b)/2, b1 = b). Òåïåðü ïîâòîðèì òó æå ïðîöåäóðó ñ îòðåçêîì [a1, b1]: ðàçäåëèì
åãî ïîïîëàì, âûáåðåì ïîëîâèíó, ñîäåðæàùóþ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xn}, è îáîçíà÷èì åå [a2, b2]. È òàê äàëåå, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ

îòðåçêîâ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . . ⊃ [an, bn] ⊃ . . .. Î÷åâèäíî, ÷òî èõ äëèíû bn−an =
b− a

2n
→ 0

ïðè n → +∞. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì.
Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Âîçüìåì ε > 0. Ïîñêîëüêó bn − an → 0, òî íàéäåòñÿ N(ε) ∈ N òàêîå, ÷òî bN − aN < ε/2.
Òàê êàê c ∈ [aN , bN ], òî ýòîò îòðåçîê öåëèêîì ëåæèò â îêðåñòíîñòè Bε(c) (äëèíà îòðåçêà
ìåíüøå ðàäèóñà îêðåñòíîñòè). Íî ïî ïîñòðîåíèþ îòðåçîê [aN , bN ] ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Çíà÷èò, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî ε > 0 â ε−îêðåñòíîñòè òî÷êè c ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn}. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî c � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè,
ýêâèâàëåíòíî, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñõîäÿùóþñÿ ê c.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà è åå âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ñîâ-
ïàäàþò.
Ñëåäñòâèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îãðà-

íè÷åíà è åå âåðõíèé ïðåäåë ðàâåí íèæíåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó x. Òîãäà îíà îãðàíè÷åíà
(ñâîéñòâà ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) è èìååò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó x.
Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû òàêæå ðàâíû x.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà è åå âåðõíèé è íèæíèé ïðå-
äåëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Çíà÷èò, ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü òîëüêî îäíà ïðåäåëüíàÿ òî÷-
êà. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç x. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, çíà÷èò íàéäóòñÿ òàêèå
÷èñëà a è b, ÷òî a 6 xn 6 b ïðè âñåõ n ∈ N. Òîãäà òî÷êà x òàêæå ïðèíàäëåæèò îòðåçêó
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[a, b]. Äîêàæåì, ÷òî x = lim
n→+∞

xn. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ∃ε > 0, ò.÷. ∀N ∈ N íàéäåòñÿ

n > N : |xn − x| > ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn} ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A = [a, b] \ (x− ε, x+ ε). Ýòè ýëåìåíòû îáðàçóþò íåêîòîðóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Äàííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, î÷åâèä-
íî, îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, ó íåå åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà y. Èç
òåîðåìû î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëåäóåò, ÷òî y ∈ A.
Íî òîãäà y 6= x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x � åäèíñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà {xn}.

Äîêàæåì åùå íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ôàêòîâ î ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a. Òîãäà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {an}, ãäå an =
x1 + x2 + . . .+ xn

n
, òàêæå ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì lim

n→+∞
an = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññóæäàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Âîçüìåì ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ N(ε) ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî:
|xn − a| < ε/2. Çàïèøåì öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëàãàÿ, ÷òî n > N :

|an − a| =
∣∣∣∣x1 + x2 + . . .+ xn

n
− a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x1 + x2 + . . .+ xn − an

n

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣x1 + . . .+ xN−1 − a(N − 1) + (xN − a) + . . .+ (xn − a)

n

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣x1 + . . .+ xN−1 − a(N − 1)

n

∣∣∣∣+ |xN − a|+ . . .+ |xn − a|
n

<

∣∣∣∣x1 + . . .+ xN−1 − a(N − 1)

n

∣∣∣∣+ε

2
.

Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè. Ïîñêîëüêó â ÷èñëèòåëå ñòîèò êîíå÷íàÿ
ñóììà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò íîìåðà N(ε), òî íàéäåòñÿ òàêîå N1(ε) ∈ N, ÷òî N > N1 è äëÿ

ëþáîãî n ∈ N, n > N1 áóäåò âûïîëíåíî:

∣∣∣∣x1 + . . .+ xN−1 − a(N − 1)

n

∣∣∣∣ < ε

2
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàøëîñü N1(ε) ∈ N, ò.÷. ïðè âñåõ n > N1:
|an − a| < ε. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî lim

n→+∞
an = a.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè xn → ±∞ ïðè n→ +∞, òî è an → ±∞.

Çàìåòèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ íå ñëå-
äóåò ñõîäèìîñòü èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}! Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì xn = (−1)n.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðàñõîäèòñÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ àðèôìåòè÷å-

ñêèõ ñõîäèòñÿ, òàê êàê |an| 6
1

n
→ 0 ïðè n→ +∞.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a è èçâåñòíî, ÷òî

xn > 0 ïðè âñåõ n ∈ N. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}, ãäå bn = n
√
x1 · . . . · xn, òàêæå

ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì lim
n→+∞

bn = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà a 6= 0. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè î ñâÿçè ìåæäó
ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì, ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì:

n
1
x1

+ . . .+ 1
xn

6 n
√
x1 · . . . · xn 6

x1 + . . .+ xn

n
,
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åñëè xk > 0 ïðè âñåõ k = 1, . . . , n. Èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→+∞

x1 + . . .+ xn

n
= a. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

1

xn

→ 1

a
ïðè n → +∞, ñëåäîâàòåëüíî (ñíî-

âà èñïîëüçóåì ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå),

lim
n→+∞

n
1
x1

+ . . .+ 1
xn

=
1

lim
n→+∞

1
x1

+...+ 1
xn

n

=
1

1/a
= a.

Îòñþäà è èç òåîðåìû î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ ïîëó÷àåì ñðàçó, ÷òî ñóùåñòâóåò
lim

n→+∞
n
√
x1 · . . . · xn = a.

Ïóñòü òåïåðü a = 0. Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü

0 < n
√
x1 · . . . · xn 6

x1 + . . .+ xn

n

è ñíîâà ïðèìåíèòü òåîðåìó î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ: ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ

lim
n→+∞

x1 + . . .+ xn

n
= a = 0, çíà÷èò, è lim

n→+∞
n
√
x1 · . . . · xn = 0.

Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî åñëè xn > 0 ïðè âñåõ n ∈ N, òî lim
n→+∞

n
√
xn = lim

n→+∞

xn+1

xn

.

Ïîëüçóÿñü äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì, âû÷èñëèì lim
n→+∞

n
n
√
n!
.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}, ãäå y1 = x1, yn =
xn

xn−1
ïðè n > 2. Ïîñêîëüêó yn > 0

ïðè âñåõ n ∈ N, òî lim
n→+∞

n
√
y1 · . . . · yn = lim

n→+∞
yn. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

n
√
y1 · . . . · yn = n

√
x1 ·

x2

x1

. . . · xn

xn−1
= n
√
xn,

lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

yn+1 = lim
n→+∞

xn+1

xn

. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåíèì òåïåðü åãî ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëà lim
n→+∞

n
n
√
n!
. Ïîëîæèì xn =

nn

n!
. Òîãäà

lim
n→+∞

n
n
√
n!

= lim
n→+∞

n
√
xn = lim

n→+∞

xn+1

xn

= lim
n→+∞

(n+ 1)n+1n!

nn(n+ 1)!
= lim

n→+∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

Äîêàæåì åùå îäíó òåîðåìó, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ ïðè ðåøåíèè õèòðûõ çàäà÷åê.
×òî-òî âðîäå äèñêðåòíîãî ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ.

Òåîðåìà 2 (Øòîëüö). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê +∞
ïðè n→ +∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � ïðîèçâîëüíàÿ. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→+∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
, òî ñóùåñòâóåò è lim

n→+∞

xn

yn
è

lim
n→+∞

xn

yn
= lim

n→+∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim
n→+∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
= a. Âîçüìåì ε > 0 è íàéäåì N(ε) ∈ N, ò.÷. ïðè

âñåõ n > N áóäåò âûïîëíåíî:

a− ε/2 <
xn+1 − xn

yn+1 − yn
< a+ ε/2.

Ïîñêîëüêó yn+1 > yn äëÿ ëþáîãî n ∈ N, òî ìîæåì äîìíîæèòü âñå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà íà âûðàæåíèå yn+1 − yn > 0:

(a− ε/2)(yn+1 − yn) < xn+1 − xn < (a+ ε/2)(yn+1 − yn).

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ íîìåðîâ, íà÷èíàÿ ñ N . Çàïèøåì åãî íåñêîëüêî ðàç:

(a− ε/2)(yN+1 − yN) < xN+1 − xN < (a+ ε/2)(yN+1 − yN),

(a− ε/2)(yN+2 − yN+1) < xN+2 − xN+1 < (a+ ε/2)(yN+2 − yN+1),

. . .

(a− ε/2)(yn − yn−1) < xn − xn−1 < (a+ ε/2)(yn − yn−1),

ãäå n > N � ïðîèçâîëüíîå. Ñëîæèì âñå íàïèñàííûå íåðàâåíñòâà è ïðèâåäåì ïîäîáíûå.
Ïîëó÷èì

(a− ε/2)(yn − yN) < xn − xN < (a+ ε/2)(yn − yN).

Òåïåðü äîáàâèì êî âñåì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà xN è ðàçäåëèì íà yn > 0 (ïîñêîëüêó yn → +∞,
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî yn > 0 ïðè n > N):

(a− ε/2) +
xN − (a− ε/2)yN

yn
<

xn

yn
< (a+ ε/2) +

xN − (a+ ε/2)yN
yn

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ n > N âûïîëíåíà îöåíêà∣∣∣∣xn

yn
− a

∣∣∣∣ < ε

2
+
|xN |+ |yN |(|a|+ ε/2)

yn
.

Íàêîíåö, yn → +∞ ïðè n → +∞, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ N1 > N , ò.÷. ïðè âñåõ n > N1

áóäåò âûïîëíåíî
|xN |+ |yN |(|a|+ ε/2)

yn
<

ε

2
(â ÷èñëèòåëå ñòîèò ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, çíà-

ìåíàòåëü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè).

Ïîäâåäåì èòîã. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàøëîñü N1(ε) ∈ N òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n > N1 èìååò
ìåñòî îöåíêà ∣∣∣∣xn

yn
− a

∣∣∣∣ < ε.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→+∞

xn

yn
= a.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì lim
n→+∞

n

an+1

(
a+

a2

2
+ . . .+

an

n

)
, a > 1.

Îáîçíà÷èì xn = a +
a2

2
+ . . . +

an

n
, yn =

an+1

n
. Òîãäà âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Øòîëüöà

âûïîëíåíû è ìîæåì íàïèñàòü:

lim
n→+∞

xn

yn
= lim

n→+∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
= lim

n→+∞

an+1

n+1

an+2

n+1
− an+1

n

= lim
n→+∞

n(n+ 1)

(n+ 1)(an− n− 1)
=

1

a− 1
.
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